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Convencoes de Notacao e Indices

Simbolo Intervalo Descricao

WV, 0,0, ... 0,1,...,d —1 Indices curvos (espaco-tempo, coordenadas)
a,b,c,d, ... 0,1,...,d—1 Indices planos (frame local / tangente)

A B,C,D,... 0,1,...,5 Indices do espaco embedding R?*

a, B,y 1,2 Indices spinoriais left-handed (ndo-dotados)
&, B4 1,2 Indices spinoriais right-handed (dotados)
1,7,k 1,2,3 Indices espaciais (quando ndo-ambiguo)
I,J, K 1,...,.N Indices de R-simetria

Assinaturas de métrica:

e Espaco-tempo de Minkowski R*1: 5, = diag(+1,—1,...,—1)

e Espago embedding R**: n,p = diag(+1,—1,—1, -1, —1,+1)

Outras convencoes:

Antissimetrizagao com peso unitério: Tj,,) = %(T w — L)

Simetrizacao com peso unitario: T, = %(TW + 1)

Derivada covariante: V,V¥ = 0,V" + FZpr

Tensor de Riemann: R, = 0,10, — 9,17, + 17,1, =T/},

Tensor de Ricci: R, = R’,,, (contragio no 1° e 3° indices)
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Parte 1

Fundamentos da Simetria Conforme

1 Transformacoes Conformes no Espaco-Tempo

1.1 Definicao

Uma transformagao conforme é um difeomorfismo x# — z'*(x) que preserva angulos,

mas nao necessariamente distancias. Formalmente, a métrica transforma-se por um fator

de escala local:

g;,/(x/) = Qz(x> guu<x) (1)

onde 2(z) > 0 ¢ uma funcao suave. Isto é mais geral que isometrias (2 = 1) mas

mais restritivo que difeomorfismos gerais.

conformge : :
I ! G v/

Espaco original Mapa conforme

1.2 Classificagao das Transformacgoes Conformes em d Dimensoes

Para d > 3, o grupo conforme ¢é finito-dimensional. As transformagoes conformes do

espaco de Minkowski RY4~! sgo:

13



Transformacgao Forma Geradores Parametros

Translagoes 't =xt 4+ at P, d
~ d(d—1
Rotacoes de Lorentz 't = AF ¥ M, ( 5 )
Dilatagoes 't = A\t D 1
~ .. o $“+b“$2
Transformagées conformes especiais @' = 55— K, d

Tabela 1: Transformagoes conformes e seus geradores.

O nimero total de geradores é:

d(d—1)+1+d: (d+1)(d+2)

d+ 5 — 5 (2)

Para d = 4: % = 15 geradores — a dimensao de s0(2,4).

1.3 Transformacoes Conformes Especiais (SCT)

A SCT é a transformagao menos intuitiva. Pode ser entendida como a composicao:

‘ SCT = Inversao o Translacao o Inversao (3)

onde a inversao é z# — z# /2%

1. Inversao 2. Translacao 3. Inversao

Explicitamente:

x4 b2

/y,:
14262+ b222’

Qz) = (1 +2b- o + b*a?) (4)

Efeito: Uma SCT mapeia o infinito para um ponto finito e vice-versa. Ela "puxa'o

infinito para dentro do espaco.

1.4 Condicao de Killing Conforme

A condicao infinitesimal para uma transformacao conforme é a equacao de Killing

conforme:
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2
8#51/ + 81/5# = E(a ) 5) Nuv (5)

onde £#(x) ¢ o campo vetorial gerador. As solugoes sao:
e (M = aM (translagoes)
o (M =wh ¥ com wy, = —w,, (Lorentz)
o ¢ = )zt (dilatagdo)

o & =2(b-x)x" — bz? (SCT)

2 O Grupo SO(2,4)

2.1 Motivacao: Linearizacao

As transformagoes conformes do espago de Minkowski 4D sdo nao-lineares (especial-
mente a SCT). Mas podemos linearizé-las embutindo o espago-tempo 4D em um espago

auxiliar 6D com assinatura (2,4).

Definimos coordenadas X4 com A = 0,1,2,3,4,5 e métrica:

naAB :dlag(+17_17_17_17_17+1) (6)

O grupo SO(2,4) atua linearmente neste espago 6D, e sua a¢ao projetada no cone

de luz X4 X4 = 0 reproduz exatamente as transformacoes conformes nao-lineares em 4D!

Cone nulo X2 =0 em R?*

/\

/ 7 P RG

Transformagoes conformes = SO(2,4) no cone

2.2 Embedding de Dirac

A relacdo entre coordenadas de Minkowski 2 e coordenadas 6D X4 no cone nulo:

15



1
XA:x—+ 1Ex2 R XAXAZO (7)
1+z

. . 2
onde identificamos X* = -2 e X5 = L2° com 2+ um fator de escala (coordenada

projetiva).

Inversamente: x# = X#/(X* 4+ X?).

2.3 Algebra de Lie s0(2,4)

Os geradores Jyp = —Jp4 satisfazem:

[JaB, Jop) = i(nacIep — NapJIsc — NecJap + NepJac) (8)

A identificagao com os geradores conformes em 4D:

M, = Juw (Lorentz)
P, = Ju+ Ju5 (Translagoes) .
K= Ji— s (SCT)
D= J45 (Dilatagao)

2.4 Diagrama dos Geradores

M,,, (6 geradores)

[Py, K] = 2i(nuD — M,,)
Total: 6 +4 4+ 4 + 1 = 15 geradores

16



3 Algebra Conforme: Relacoes de Comutacao Comple-

tas
[D,PM = —iP,
[D,KM = +iK,
K, P, =2i(n.D — M,,)
M,,, P,)] = i(n,,P P,
(M, P, Mo P — Mo ) (10)

3.1 Interpretagao Fisica dos Comutadores
e [D,P,] = —iP,: Translacoes tém dimensao de massa +1 (peso —1 sob D). P,
aumenta a energia.

e [D,K,] =+iK,: SCTs tém dimensao de massa —1 (peso +1 sob D). K, diminui

a energia.

o [K,,P)|=2in.D — M,,): A "diferenca"entre translacdo e SCT gera dilatacoes e

rotacoes.

Escada de Dimensoes

|O) (primério)
K e p

7 1
desce A/\g‘obe A.
. ! ! ‘ s A (dimensao
RO =U"""dedcendentes ' ( )

Ag+ Ro+ —Do+0Ag + 1A+ 2

17



4 Simetria de Weyl

4.1 Transformacgoes de Weyl

Uma transformagao de Weyl (ou reescalonamento de Weyl) é uma transformacao local

da métrica:

20(z)

g () = &7 gy (@) (11)

onde o(z) é uma fun¢ao arbitréaria. Isto nao é um difeomorfismo — é uma mudanga

do fator de escala em cada ponto.

Distingcao importante:

e Invaridncia conforme: Simetria sob difeomorfismos que reescalam a métrica.
Grupo finito-dimensional SO(2,4).

e Invariancia de Weyl: Simetria sob reescalonamento local g, — ©2g,, sem mover

pontos. Grupo infinito-dimensional.

Em d = 2, as duas nogdes coincidem (o grupo conforme é infinito-dimensional =

grupo de Weyl). Em d > 2, invariancia de Weyl é mais forte.

4.2 Tensor de Weyl

O tensor de Weyl C,,,,, ¢ a parte do tensor de Riemann invariante sob transformagoes

de Weyl:

2 p
Cuvpo = Ryvpe — 7— (9o Roty — GulpRopyn) + mRQum%lu (12)

Propriedades:
e Ch , =0 (traco nulo — demonstragao na Parte II, Segao 4).

Invariante sob g,, — ©92¢,, (prova completa na Parte II).

e Mede a curvatura "conformalmente irredutivel"(deformagao de maré sem expan-

sdo/contracao).

C = 0 < espago-tempo conformalmente plano.

18



e Relaciona-se ao tensor de Schouten via: R0 = Cpupo + (94OP) p0 (Parte II, Secao
3).

4.3 Anomalia de Weyl (Anomalia Conforme)

Em teoria quantica, a simetria de Weyl pode ser quebrada por efeitos quanticos. O traco
do tensor energia-momento, classicamente zero para teorias conformes, adquire valor nao-

nulo:

(T",) = cCpypoC"""” — a By + termos de derivada total (13)

onde By = R, ,n RMP7 — 4R, R* + R? ¢ o integrado de Euler em 4D, e ¢, a sao

as cargas centrais (nimeros que caracterizam a CFT).

O coeficiente a satisfaz o a-theorem (Komargodski-Schwimmer 2011):

ayy > QIR < 14)

O fluxo do grupo de renormalizagao é irreversivel — generalizacao 4D do c-theorem

de Zamolodchikov.

Parte 11

(Geometria Diferencial Conforme

1 Conexoes em Geometria Conforme

1.1 Conexao de Levi-Civita

A conexao de Levi-Civita é a tnica conexao afim que é simultaneamente métrica-

compativel e livre de torgao:
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V,.9., =0 (métrica-compativel), ry, =10, (livre de torgao) (15)

Os simbolos de Christoffel sao determinados unicamente pela métrica:

1
FZZ/ = §gpg (@Lgua + OvGuo — aaQ,ul/) (16)

1.2 Transformacao sob Reescalonamento de Weyl

Sob uma transformagdao de Weyl g, = €*°g,,, definimos T, = 9,0. Os simbolos de

Christoffel transformam-se como:

T, =T, +600, + 6T, — gu Y* (17)

Demonstragao: Aplicando a formula de Christoffel a §,,, = €*7g,,:

A 1. - R R R
FZV = §gp (augl/a + aug;w - 8og;w)
1 —40 g ag loa o
= §€ 2 9" (au(eQ guo) +81/<€2 g;w) - 80(62 g,uz/))
1
= §gpa [2Tugua + augmf + QTVQW + augua - QTUguV - 8{;9;“/]

=TI, +0T, + 077, — g Y” | (18)

1.3 Conexao de Weyl

Uma conexao de Weyl generaliza a conexao de Levi-Civita ao relaxar a condigao de

compatibilidade métrica para:
v,ugup = _2bu Gup (19)

onde b, é a 1-forma de Weyl (potencial de gauge da dilatagao). A conexao

resultante é:

mﬁﬂm+@@+x%—%wp (20)

Propriedade fundamental: A conexao de Weyl é invariante de gauge con-

forme. Sob g,, — €*’g,, com b, — b, + 0,0, temos f’ﬁy — f‘ZV (invariante).

Demonstragao: A mudanga em I' sob Weyl é 46671, +0)T, — g, T”, e a mudanca
em b contribui +04 71, + 07, — g, T#. Somando as contribuigoes originais de b antes da

transformacao: as variacoes se cancelam exatamente. ll
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1.4 Derivada Covariante Conforme

Para um tensor de peso conforme w (i.e., T'— e¢“?T sob Weyl), a derivada covariante

conforme é:

DT =V, T +wb, T + (termos de conexao de Weyl para cada indice)
(21)

Explicitamente para um vetor V* de peso w:

D, V¥ =0V’ + T V? +wb, V" (22)

2 O Tensor de Schouten

2.1 Definicao

O tensor de Schouten P, ¢ definido como a "parte de trago"normalizada do tensor de

Ricci:

Puv==— (RW — %w) (23)

Propriedades imediatas:

e Simétrico: P, = P,, (herdado de R,,).

e Trago: ¢" P, = P!, = Q(d—]il)'

e Emd=4: P, = % (R/w — %gw).

2.2 Motivagao: Por que o Schouten?

O tensor de Schouten aparece naturalmente na decomposi¢ao do tensor de Riemann em

partes irredutiveis sob o grupo de Lorentz. O tensor de Riemann em d dimensoes possui

d?(d>—1)
12

componentes independentes, que se decompoem em:

B —1) dd+1)(d+2)(d—3) dd+1)

= + -1+ 1 24
12 12 2 ~~ (24)
—~ ~ -~ - ~~ < escalar
Riemann Weyl Ricci traceless

O Schouten encapsula compactamente as duas ultimas contribuigdes (Ricci + es-

calar).
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2.3 Transformacao Conforme do Tensor de Schouten

Sob g, = eQC’gW com T, = 0,0:

A

1
P,=P,-V,T,+71T,T, — 5T’JT,J G (25)

Demonstracgao detalhada:

Passo 1: Transformagao do tensor de Ricci. Usando f’fw =17, +Cf, com CF, =
0L, + 007, — g TP

A

R, =R, +V,C0 —V,Ch +ChLC), —COCh, (26)

ouv ouv

Passo 2: Contraindo p com pu:

A

Ry, = Ry — (d—2)V, Yy — 9, VY,
+(d—-2)Y, Y, —(d—2)Y"Y, gor + 95, LY, (27)

Passo 3: Calculando o escalar:

R=¢%[R—2(d—1)V*T, — (d—1)(d — 2)TT,] (28)
Passo 4: Substituindo na definicao do Schouten:
) 1 (. R
P v — 7 A v — v
w a2 (R“ 2(d— 1) )
1
=P, -V, T, +7T, T, — §|T|ng, [ ] (29)

Observagao importante: A transformagcao do Schouten é nao-homogénea (con-
tém derivadas de o). Isso contrasta com o tensor de Weyl, que transforma homogenea-

mente.

3 Decomposicao Irredutivel da Curvatura

3.1 Decomposicao via Tensor de Schouten

O tensor de Riemann decompoe-se de forma elegante usando o Schouten:
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Ryvpe = Chvpe + 2 (gu[pPU]V - gV[pPUW) (30)

ou equivalentemente, usando o produto de Kulkarni-Nomizu ()

Ryvpo = Cpvpo + (9OP) uwpo (31)

onde (g/®P)qua - gupPUl/ + guappu - g;LJPpV - gl/pPau-
Demonstragao: Verificagao direta por contragao.

Contraindo ¢"” na decomposigao:
Ryo = C#V/w + " (GupPov + Guo Loy — Guo Pov — GupPop)
:0+dpou+guopi_Pm/_Pau

= (d—2)Py + Gvo (32)

R
20d—1)

Isto ¢ identicamente satisfeito pela definicao de FP,,. B

3.2 Identidades de Bianchi Conformes

A segunda identidade de Bianchi V[, R = 0 implica, quando decomposta:

w]po

V*Cupo = (d =3) (VpPog =V, P,p) = (d = 3) Copo (33)

onde Cy,p = V,P,; —V,P,, & 0 tensor de Cotton (Segao 5).

Consequéncias:

e Em d = 3: C,p = 0 identicamente (Weyl é nulo), e o Cotton é o invariante

conforme relevante.
e Em d=4: V*C,ypr = Cypy (divergéncia do Weyl = Cotton).

e Em d > 4: O Weyl é divergéncia-livre se e somente se o Cotton é nulo.

4 Tensor de Weyl — Tratamento Completo

4.1 Definicao e Propriedades Algébricas

O tensor de Weyl C,,,, ¢ a parte totalmente trace-free do tensor de Riemann:
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2 2R
Chvpr = Buvpe = o (9utoRoty — GuipRoln) + (d=1)(d = 2) JuleIelr (34)

Simetrias algébricas (as mesmas do Riemann):

1. Antissimetria: Cppe = —Cuppe = —Clop
2. Simetria par: Cupe = Coopw
3. Primeira identidade de Bianchi: Cj,p01 = 0

4. Trago nulo (propriedade adicional): ¢"°C),,e =0

Demonstracao do trago nulo:

1
g’upcuupa - Rya - T A (d Rr/a - RVO’ - guoR + guaR) +

d—2
R R
—Rua_Rua+mgua_m

m(d — Dvo

9vo =0 | (35)

4.2 Invariancia Conforme do Tensor de Weyl

Teorema: Sob §,, = €2g,,, o tensor de Weyl com indices mistos ¢ invariante:

A

Cr = Cr (36)

pov pov

(O tensor com todos os indices baixos transforma como C),,r = eQUC'WpU.)

Demonstracgao: Usando a decomposicao R = C' + gOP:

C’uupa = Ruupa - (g@)uupa (37)
Sabemos que:
Ruupo = e [RWPU + (9@)WW (38)

onde S, = =V, T, + T, T, — 3|19,

E (g ®p)wpa = e (g ®P)Wpa pois § = €*¢ contribui um fator ao produto de

Kulkarni-Nomizu.
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Mas Isu,, = P,, + S, portanto:

~

Cuvpo = e* [R;wm + (9@5)uupcr - (9@P)Wpcr - (9@)#%0]
= > [lepa - (9®P)MVPU] = e%qua (39)

: ¢ S O _ ApA _ =20 ,p\ 20 _
Subindo um indice: C’JWV = 9" Crov = €279 - €7 Chyor, = CPWV. [ |

4.3 Decomposicao Self-Dual e Anti-Self-Dual em d =4

Em 4 dimensoes, o tensor de Weyl admite uma decomposicao em partes self-dual e

anti-self-dual. Definindo o dual de Hodge no primeiro par de indices:

* 1 (07
C;wpo = 56,“/ o afipo (40)

Como o Weyl em 4D satisfaz *C' = C* (dual esquerdo = dual direito), podemos

decompor:
1
_ ot ~ + _ x
CMVﬂU - C,uzzpa + O,u,upcr? C - E(C +1 C) (41)
Em notacao spinorial:
Caﬁwsaﬁwé = Wapys €ap€55 T qjaﬁﬁé €ap€ys (42)

onde ¥,3,5 € 0 spinor de Weyl (totalmente simétrico, 5 componentes complexas).

4.4 Classificacao de Petrov

A classificagdo de Petrov categoriza os espagos-tempo 4D segundo a estrutura algébrica

do spinor de Weyl ¥ 4,5, decompondo-o em diregoes principais nulas (PNDs):

Tipo PNDs Multiplicidade Exemplo fisico

I 4 distintas [1,1,1,1] Genérico

I1 3 (uma dupla) [2,1,1] —

D 2 (ambas duplas) [2,2] Schwarzschild, Kerr

111 2 (uma tripla) [3,1] —

N 1 (quéadrupla) 4] Ondas gravitacionais pp

O nenhuma — Conformalmente plano (FRW)

Tabela 2: Classificacao de Petrov dos espagos-tempo 4D.

Critério: C,,,, = 0 (tipo O) & espago-tempo conformalmente plano.
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5 O Tensor de Cotton

5.1 Definicao

O tensor de Cotton é definido como a derivada covariante antissimetrizada do tensor
de Schouten:

CWP =V,B, =V, P, = QV[PPV}M (43)

Forma equivalente usando Ricci:

1
- - - - 44
Cuwp d—9 (VR — Vo Ry,) 2(d — 1)(d —2) (9w VR — g4y V., R) (44)
5.2 Propriedades
1. Antissimetria: C,,, = —C,,, (nos dois tltimos indices).

2. Trace-free: ¢"“C,,, = 0.
Demonstracao: g**C,,, = g"'V Py, — gV, P,, =V, <2(d—}31)> — VHP,,.

Pela identidade de Bianchi contraida V*R,,, = %VZ,R, obtemos V¥ P, = mva.

Logo o traco é zero. B

3. Divergéncia nula: V*C,,, = 0 (em d = 3 corresponde a condi¢ao de corrente

conservada).

4. Relacao com o Weyl (d > 4): V*C\pr = (d — 3) Cupo-

5.3 O Cotton como Invariante Conforme em d = 3

Em d = 3, o tensor de Weyl é identicamente nulo (ndo existem graus de liberdade con-

formes de "maré"em 3D). O tensor de Cotton assume o papel de invariante conforme:

Emd=3: C(C,,=0 <= espaco conformalmente plano (45)

Demonstragao da invariancia conforme em d = 3:
Sob g = e%*g:

~ A

Cvp = @ppuv - @VPMP (46)
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A~ - 1 2 - o .
Usando P,, = P,, =V, T, + T, T, — 3|T|°g e V, =V, + C. (com os termos
de conexao), apods calculo extenso, verifica-se que todos os termos extras se cancelam em

d=3:

Cul/p = Cuw) (d = 3) L (47)

Nota: Em d > 4, o Cotton nao é conformemente invariante — ele transforma

inomogeneamente. O invariante conforme ¢ o tensor de Weyl.

5.4 Cotton-York Tensor (Forma Tensorial Simétrica)

Em 3D, define-se o tensor de Cotton-York (simétrico e trace-free):

1 1
o = 7 e, (R”U - Z@ZR) (48)

Este é o tensor que aparece nas equacgoes de gravitacao topologicamente massiva

6 Formas de Cartan do Grupo Conforme

6.1 Forma de Maurer-Cartan

Para um grupo de Lie G com é&lgebra g, a forma de Maurer-Cartan é a 1-forma

g-valorada candnica:

O=gldgeQ'(G)®g (49)

Para o grupo conforme SO(2,4), decompondo nos geradores:

1
0 =0°P, + 5@abMa,, +0P)ID + 0 K, (50)

A equacao de Maurer-Cartan expressa a "curvatura nula'"desta forma:

dO+ONO =0 (51)

Demonstragao: Diferenciando © = ¢~ 1dg:
A0 =d(g~") Ndg = —(g7'dg) A (g7 'dg) = —OAE W (52)
onde usamos d(g~!) = —g~(dg)g~.
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6.2 Conexao de Cartan Conforme

A conexao de Cartan conforme é uma 1-forma so(2, 4)-valorada sobre o espago-tempo,

que “gauges” o grupo conforme:

1
w=eP, + §wabMab +bD + f*K,

onde:

e = e dz": vierbein (tetrad) — gauge das translagoes

o W =wi d*: conexao de spin — gauge de Lorentz

b=b,dx": 1-forma de Weyl — gauge da dilatagao

f*= [, dz": campo conforme especial — gauge das SCT

6.3 Curvatura de Cartan

A curvatura (“field strength”) associada é:

’decu%—cu/\cu‘

(54)

Decompondo em componentes segundo os geradores, e usando as relacoes de comu-
ta(}éo [Paa Kb] = Q(nabD - Mab)7 [D, Pa] = _Pm [D, Ka] = _I'Kaa [Maba Pc] = nach - nbcPa

etc., obtemos:

Curvatura de translagao (Torgao):

T = de* +wi Ae” —bAe + 20 f, Ae. (via [K, P])

Simplificando com a contribui¢ao dos comutadores:
T = De* —bAe

onde De® = de® + w% A €® é a derivada exterior covariante de Lorentz.

Curvatura de Lorentz:

R®(w) = dw™ 4 w A w® + 4el® A f9 + 4b A w®(contrib. mista)

28

(56)

(57)



Forma padrao:
R® = dw® 4w A w® — el A fY) (58)

Curvatura de dilatacgao:

F(D) = db + 2" A f, (59)

Curvatura de SCT:

RYK) =df*+w% A f*+bA f° (60)

6.4 Equacoes de Estrutura Explicitas — Demonstracao
Derivacao de T“: Expandindo {2 na componente P,:

Q

p, = de + [w My, ¢P|, + [bD,e“P|, + [f*Ka, ¢°P]|
=de* +wiy Ne’ +(=1)-bAe* +0

=de” +wiy ANe’ —bAe" (61)

(O termo [K,, Py] = 2naD — 2M,,;, contribui para as componentes D e M, ndo para
P.)

Derivagao de F(D): Na componente D:

Q|, =db+ [e"Pa, [ K|,
=db+e" A f¥2n =db+2e" A f, (62)

6.5 Condicoes de Curvatura Nula e Geometria de Riemann

Impondo condic¢oes algébricas sobre as curvaturas, reduzimos a geometria conforme a

geometria riemanniana:

ab

Gauge 1: 7% = 0 (tor¢ao nula). Isto determina w® em termos de e” e b:

wab - wggvi—(}ivita(e) + 2€[abb] (63)

Gauge 2: b, = 0 (fixacao de gauge de dilatagao). Reduz ao formalismo de Cartan
usual:
w® =wit(e), T*=0 (64)
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Resultado chave: Com ambas as fixagoes, o campo f® é determinado algebrica-

mente e coincide com o tensor de Schouten:

a_po_ L (po
f“_P“_d—2(R“ 2(d—1)€“) (65)

Demonstragao: Com b= 0e 7% = 0, a curvatura de dilatacdo F(D) = 2¢* A f,
deve satisfazer a identidade de Bianchi. Impondo F'(D) = 0 (curvatura de dilatagao nula),
obtemos e® A f, = 0, i.e., flu = 0 (simétrico em indices frame). A curvatura de Lorentz
fica:

R® = R® — 4elo A fY (66)

Riemann

ab

Riemann’

Contraindo e usando R,
fixa fab = Pab~ [ |

a condicao de que R satisfaca as simetrias corretas

6.6 Forma de Cartan Normal

A conexao de Cartan normal é a conexao conforme candnica obtida fixando:
1. T* =0 (torgao nula)
2. F(D) = 0 (curvatura de dilatagdo nula)

Nesta gauge, a tnica curvatura nao-nula é:

“b‘ — (% (tensor de Weyl em indices de frame) (67)

normal

Isto mostra que o tensor de Weyl é a curvatura residual da conexao de
Cartan conforme — o obstaculo a planaridade conforme, expresso intrinsecamente como

curvatura de gauge.

7 Operadores Conformemente Covariantes

7.1 Operador de Yamabe (Laplaciano Conforme)

O operador de Yamabe (ou Laplaciano conforme) atua sobre escalares de peso conforme

__ d-2.
w= =5

Y= (—A + %3) ¢ (68)
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onde A = V#V,, é o Laplaciano (d’Alembertiano em assinatura lorentziana).

. cal . . 2 _d—2 .
Propriedade de covariancia conforme: Sob § = ¢* g, se ¢ = e~ 2 ¢, entao:

Yo=eZ°Yo (69)

Demonstracgao: Usando a transformagao do Laplaciano sob Weyl:
R d—2 d—4
Ap = R Ap+ (d—2)T'V 0 + 5 <V“T# + T|T|2> qﬁ} (70)

E a transformacao de R:

A

R=e¢[R—=2(d—1)V*T, — (d—1)(d - 2)|T|] (71)

) A 9 B . ; _d=2
Combinando —A + %R e aplicando a ¢ = e~ 2 7¢, os termos com T se cance-

lam, produzindo e*¥"Y¢. ]

7.2 Operador de Paneitz (42 Ordem)

O operador de Paneitz P, é o operador diferencial de 4% ordem conformemente cova-

riante em d = 4:

P4¢ = A2¢ + V¥ (2RMV - gRguu> VU¢ + %Q¢ (72)

onde () é a Q-curvatura de Branson:

Q= —% (AR—R*+3R,,R"™) (d=4) (73)

o a . N n _d—4 e, .
Covariancia: Sob § = ¢€%?g, com ¢ = e~ 2 “¢ (em d = 4: escalar ordinario):

_d+4

P =e" TP (74)

Em d = 4 especificamente: Py = A%¢ + V*(2R,, — 3Rg,,)V"¢.
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7.3 Hierarquia GJMS

Os operadores de Graham-Jenne-Mason-Sparling (GJMS) generalizam Yamabe e Pa-

neitz a ordens arbitrarias. O operador GJMS de ordem 2k é conformemente covariante:

Py € [d _2%} — & {M} (75)

onde £[w| denota densidades conformes de peso w.

e P, =Y (Yamabe): A + 22 R

I(d—1)

o P, (Paneitz): A? + termos de curvatura

e P (6% ordem): existe em todas as dimensoes

Py, para 2k < d: sempre existe; para 2k > d pode ter obstrucgoes

Principio unificador: Todos os operadores GJMS podem ser construidos a par-
tir da conexao de tractor (conexao de Cartan conforme) como poténcias da derivada
de tractor — a geometria conforme “gera” automaticamente os operadores covariantes

corretos.

Parte 111

Forma Matricial dos Geradores

Conformes

1 Representagao Matricial 6D de SO(2,4)

1.1 Geradores na Representagao Fundamental (6x6)

Na representacao fundamental de SO(2,4), os geradores Jsp sdo matrizes antissi-
métricas 6 X 6 (com a métrica nap). A base é (XY X' X% X3 X4 X%) com n =
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dlag(+7 Ty T s Ty T +)

O gerador J,p tem entradas:
(Jag)p = i(napds — nEpdY)

Exemplos explicitos:

Rotag@o no plano 12 (Ms):

Jlgzi

o O O o o O
o O O = O O
o O o O

o O O o o O
o O O o o O
S O O o o O

Dilatagao (D = Jys):

D:J45:i

o O O o O

o O O O o O
o O O o o O
o O O o o O
o O O o o O
o = O O O O

-1
Translagdo P, e SCT K, (combinagcoes lineares):

PM:JM4+JM57 KM: u4_<],u5

Para Py = Jya + Jos:

_ = O O O O
o O O o o o
o O O o o O
O O O O O O
o O O O O

o O O O O =
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1.2 Verificacao das Relagoes de Comutacao

Calculemos [D, Py| matricialmente:

[Ju5, Joa + Jos] = [Jas, Joa] + [Jus, Jos] (81)
= Z'(7]44J50 - 7754<]40) + Z'(7745J50 - 7755<]40) (82)
=i(—Js50) +i(—Ja0) = —i(Jao + J50) = —iPy (83)

2 Representacao Spinorial 4x4 — Matrizes de Dirac

2.1 Isomorfismo s0(2,4) = su(2,2)

A algebra conforme tem uma representagao spinorial por matrizes 4 x 4 via as matrizes

gama 6D. Usando as matrizes gama de Dirac v* (1 =0,1,2,3) em 4D:

M =757 7 = Yum =77 =1 (84)
Os geradores na representa¢ao spinorial:
1 1
YAB = Z[FAa I'p] = §FAB (85)

2.2 Forma Explicita (Representacao de Weyl)

Na representagao de Weyl das matrizes de Dirac:

0 o+ - _ o
=1 , ot=(1,9), o"=(1,-0) (86)
a* 0

Os geradores conformes na representagao spinorial 4 x 4:
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onde 0, = i(olﬁy — 0,0,).

Estrutura de Blocos 4 x 4 dos Geradores

L R
L Opuv i Ou (Pu)
R [0, (Ku) ' O

L = spinor left (1/2,0), R = spinor right (0,1/2)
P,: bloco superior direito (sobe quiralidade)
K,,: bloco inferior esquerdo (desce quiralidade)

2.3 Interpretacao: P, e K, como Operadores de Escada

A estrutura de blocos mostra claramente:

e P, esta no bloco superior-direito: "sobe"de right-handed para left-handed (au-

menta dimensao).

e K, estd no bloco inferior-esquerdo: "desce"de left-handed para right-handed (di-

minui dimensao).

e M,, e D sao diagonais em blocos: preservam a quiralidade.

35



3 Operadores de Criacao e Aniquilacao Conformes

3.1 Estrutura de Algebra de Escada

Podemos organizar a algebra conforme como uma algebra de escada com respeito a D:

D, P,] = —iP, = P, ¢é operador de criagao (sobe A em 1) (88)

D, K,| =+iK, = K, é operador de aniquilacao (desce A em 1) (89)

[D,M,,| =0 = M,, preserva A (90)
| Ag+4 |
| Ag+3 |
17,
| Ag+2 |
K, 17,
T
K 1,
K| Ag) =0 I

M, preserva nivel

3.2 Quantizagao Radial e o Mapa Estado-Operador

Em quantizacdo radial, D é o Hamiltoniano e as "fatias de tempo"sao esferas S9!

Operador O(0) <— Estado |O) em S9! (91)

O espago de Hilbert tem decomposicao:

H= @ Va, ® Vay (92)
Al
Os operadores agem como:
PIA D = A+ 1,1), KAL) =|A-110") (93)
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A norma dos descendentes:

(A|JK"P,|A) = (A|[K", P,)|A) = 2d A > 0 (unitariedade!) (94)

3.3 Algebra su(2,2) em Termos de Osciladores

Podemos realizar os geradores via osciladores bosonicos a,, by (o, & = 1,2):

Maﬁ = a’zaa'/g)
v gt
Mg = bisbg)

Tt
P, =alb, (95)
K% — p¥g?

1 t o« T 16
D= §(aaa +bLb% + 2)

com [aa,a;] = s, [ba,bg] = 043+ Dsta ¢ a realizagio de Schwinger da alge-

bra conforme — permite construir representacoes explicitamente contando ocupagoes de

osciladores.

Parte 1V

SU(2,2), Twistors e Férmions

Conformes

1 O Grupo SU(2,2)

1.1 Definicao e Estrutura

SU(2,2) é o grupo de matrizes 4 x 4 complexas que preservam a forma hermitiana de

assinatura (2,2):
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1
UlQU =Q, detU =1, Q:<2 O) (96)
0 —1,

A algebra de Lie:

su(2,2) = {X € My(C) : X'Q + QX =0, Tr(X) = 0} (97)
Dimensao real: 4> — 1 = 15 (coincide com SO(2,4)!).

1.2 Isomorfismo com SO(2,4)

O isomorfismo local SU(2,2) = Spin(2,4) é a cobertura dupla:

SU(2,2)/Zs = SO(2, 4) (98)

Os spinors de Dirac em 6D (espago embedding) s@o os vetores fundamentais 4-

dimensionais de SU(2,2) — estes sdo os twistors.

1.3 Decomposicao em Blocos

Uma matriz U € SU(2,2) decompoe-se em blocos 2 x 2:

A B
U:( > ATA—CTC =1, (99)
C D

A acao de Mobius no espaco conforme compactificado:

Z— (AZ +B)(CZ + D)™! (100)

onde Z é uma matrix 2 x 2 parametrizando o espago-tempo compactificado R3 =

U(2).
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2 Twistors

2.1 Definicao de Twistor

Um twistor é um spinor de SU(2,2), i.e., um elemento de C* na representagio fundamen-

tal:

ZA:<“>, A=1,2,34 a=1,2 a=1,2

T

onde w® é um spinor de Weyl left-handed e 7, é um spinor right-handed.

2.2 Espaco de Twistors PT

(101)

O espaco de twistors projetivo é PT = CP? (3-dimensional complexo). O espago-

tempo de Minkowski compactificado é o espago de retas em PT.

Relacao de incidéncia:

w® = ixo‘ﬁﬂﬁ-

onde 7% = x“(au)ag é o ponto do espago-tempo em coordenadas spinoriais.

Espaco-tempo M* Espaco de twistors PT

reta

... .Corresp.
o 51Ce : .
xH beoc{emﬁ%ﬁéggérmo de luz)e

de Penrose

2.3 Correspondéncia Ponto <+ Reta

(= o¥)

Espaco-tempo M* Espaco de twistors PT

Ponto x* Reta CP' C CP?
Raio de luz (geodésica nula)  Ponto Z4 € CP?

Dois pontos separados por luz Duas retas que se intersectam
Ponto no infinito Reta passando por regiao especial
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2.4 Norma de Twistor e Helicidade
A forma hermitiana preservada por SU(2,2):

(21Z) = 2707 = |w'[* + |W*[* — |mi|* — |my* (103)

A helicidade de uma particula sem massa é:

1 1/ .0 0
h = i(nw — nﬂ) = 5 ((U B - ﬂ-da—’f(d) (104)

e i > 0: particula com helicidade positiva (self-dual).
e 1 < 0: helicidade negativa (anti-self-dual).

e h = (: escalar conforme.

2.5 Funcoes de Onda em Espaco de Twistors

Uma particula sem massa de helicidade h é descrita por uma fungao homogénea de grau
—2h — 2 em PT:

fFOAZ) =X"""2f(2) (105)
Exemplos:
e Foton (h = +1): f(Z) ~m,* (grau —4).
e Graviton (h = 42): f(Z) ~ m,° (grau —6).

e Escalar (h =0): f(Z) ~ 7, (grau —2).

3 Férmions Conformes

3.1 Equacgao de Dirac Conforme

A equacao de Dirac sem massa iy"0,1) = 0 é conformemente invariante com A, =

(d—1)/2=3/2 em d = 4.
Sob transformacao conforme x — ' com fator Q:
Y(@) = ¢'(2) = Q)28 (2) () (106)
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onde S(z) € Spin(1,3) ¢é a rotagdo de Lorentz local induzida.

3.2 Propagador Conforme para Férmions

O propagador de 2 pontos de um campo spinorial conforme:

. o) B 5
(ta(z)¥"(0)) = (|x|)22+1u - (ijﬁ (107)

Para férmions com spin (1/2,0) na representacao dotada:

_ Cy (712)a3(712)"”

<¢Q(ZL‘1)¢/B<JZ2)> - |ZL’12|2A“’+1 (108)

3.3 Supertwistors

Para teorias superconformes com A supercargas, o twistor se estende a um supertwistor:

A ZA !
A= " ) =|ml|, I=1...N (109)

onde 1! sdo coordenadas de Grassmann. O grupo de simetria é SU(2, 2|\).

Para N = 4: Z € C**, e as amplitudes de espalhamento sdo "volumes"no super-
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espaco de twistors.

Parte V

Representacoes do Grupo Conforme

1 Operadores Primarios e Descendentes

1.1 Definicao de Operador Primario

Um operador primario O(z) de dimensao A e spin (ji, j2) satisfaz na origem:

(D, 0(0)] = —iA O(0)
K, 0(0)] = 0 (110)
(M, O(0)] = 2, O(0)

onde ¥, é a representacao de spin do operador. A condicao [K,,O(0)] = 0
¢ a condicao de estado de peso mais baixo — analoga ao "vicuo'"aniquilado pelos

operadores de descida.

1.2 Operadores Descendentes

Aplicando P, (que sobe a dimensao em 1) repetidamente:

9,0(z), 0,0,0(x), 9*0O(x), ... (111)

sao descendentes de O com dimensoes A + 1, A + 2, etc.
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Torre}&%@gsc{:)endentes (Médulo de Verma)

AN [(9 (dimensao A)]
P

w

[QLO (dimensao A + 1, spin j ® % S) %)]
P

1z

v

(0,0,0, 20 (dimensio A +2)]
P

2

[ 0.0,0,0, 50,0 (A +3) ]

A representagao irredutivel do grupo conforme ¢é determinada por (A, ji, j2) — um

primario mais todos os seus descendentes formam um médulo conforme.

1.3 Limites de Unitariedade

Para que a representacao seja unitaria (normas positivas), os operadores priméarios devem

satisfazer:

Escalar (jiy =7j2=0): A>1 (d=4)
Spinor (j =13): A>3
pinor (j = 3) > 3 (112)
Vetor (j =1): A >3 (genérico), A =2 (conservado)
[: A

v

[+ 2 (genérico), A =1+ 2 (conservado)

Operadores que saturam o bound de unitariedade com A = [ + 2 s@o correntes

conservadas (0".J, = 0).

2 Casimir do Grupo Conforme

2.1 Casimir Quadratico
1 AB 2 1 v 1
Cy = SJapI " = D* + S M, M" — Z{P,, K"} (113)

Autovalor numa representacao (A, 7y, Ja):
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Co=A(A—4)+2j1(j1 + 1) + 255(ja + 1) (114)

2.2 Casimir Quartico
Cy = JapJPCJopJPA (115)

Autovalor: depende de A, 71, jo de forma mais complexa. Importante para distin-

guir representacoes com mesmo Cb.

3 Correladores e a OPE

3.1 Funcoes de 2 Pontos

A simetria conforme fixa completamente as funcoes de 2 pontos:

(O(1) Oylary)) = 120822 (116)

- |ZE1 _ $2|2A

Demonstragao: Invariancia sob translacao implica depender de x5 = x1 — 2.
Invariancia sob rotagao implica depender de |z15|. Invaridncia sob dilatagao (z — Ax)
fixa o expoente: A\21+22 f(N|x1,|) = f(|z12]), logo f o< |112|721722. Invariancia sob SCT
fixa Ay = A,.

3.2 Funcoes de 3 Pontos

C1123

T | mi| AR s g [T A A g [Aa T A A

(O1(21)O2(72)O3(x3)) (117)

Os coeficientes Cia3 (constantes de estrutura da OPE) sao os dados da CFT —

junto com 4;, determinam toda a teoria.

3.3 Funcoes de 4 Pontos e Razoes Cruzadas

A partir de 4 pontos, aparecem graus de liberdade nao-fixados pela simetria conforme —

as razoes cruzadas (cross-ratios):

2 .2 2 .2
TioL Ti4T
U 12434 v 1423 (118)

2 .2 2 .2
T3y L1334
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A fungao de 4 pontos de escalares idénticos:

(O(21)O () O(a3)O(a)) = — IV (119)

o |I12|2A|$34|2A

A funcéo g(u,v) é determinada pela OPE e pelos blocos conformes.

3.4 Operator Product Expansion (OPE)

O1(2)02(0) = Z Chop 7]+~ 21752 [04(0) + descendentes] (120)
k

bloca conferlé,
_ ) Cux
k

3.5 Blocos Conformes

Os blocos conformes G ;(u,v) resumem a contribuigao de um primério e todos os seus

descendentes & funcao de 4 pontos:

g(u,v) = Z |C120* Gau(u,v) (121)

Al

Em d = 4, os blocos conformes tém forma fechada (Dolan-Osborn):

Gaalu,v) = = [kasi(2)kasia(2) = (= ¢ 2)] (122)
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onde u =2z, v = (1—2)(1—2) e kg(x) = 2%2 3 F1(8/2, 8/2; B; x).

Parte VI

Campos Conformes e Representacoes

Diferenciais

1 Transformacao Finita de Campos

1.1 Lei de Transformacao de Campo Primario

Sob uma transformagao conforme x — z’, um campo escalar primério de dimensao A

transforma-se como:

ox’ —-A/d

e ¢(z) = Q) 2 ¢() (123)

¢'(z') =

Verificagao para dilatagao z’ = \z: |02’ /0x| = \?, logo:
d(A\x) = A\"2p(z) = d(\x) = A\ 2p(x) (124)

Verificagao para SCT: O Jacobiano da SCT é:

8_1”
ox

1
= 12
1+ 22+ 0222 (125)

1.2 Transformacao de Campos com Spin

Para um campo tensorial de spin [ (representagao (1/2,1/2)):
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A Oz Ox”

o T (7)

ox'™m Ox'h

1.3 Spinor Conforme

Para um spinor de Weyl na representacao (1/2,0) de dimensao A:

Vi (a') = Q)% S(2) s ()

(126)

(127)

onde S(z) € SL(2,C) ¢é a transformagao de Lorentz local induzida pela transfor-

macao conforme.

2 Representacoes Diferenciais dos Geradores

2.1 Acgao sobre Campos Escalares

Para um campo escalar ¢(z) de dimensao A:

P, o(r) = _Zau ¢(x)
My ¢(2) = i(2,0) — 2,0,) §(2)
D¢(x) = —2(90“3 +4)o(x)
K, ¢(z) = —i(22,2"0, — 2°0, + 2Az,,) ¢(2)

X

X

Verificagao: Calculemos [D, P,|¢:

[D,Pu]qﬁ:D( u¢) ( ¢)
= —(278,0,0 + AD) + (8,2" 0y + 17 8,0,6 + AD,0)

=0,0=—i(P,p)-i=—iP,p V

2.2 Acao sobre Campos Vetoriais

Para um campo vetorial V,(x) de dimensao A:
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P,V, =—-i0,V,
My Vy = i(2,0, — 2,0,)Vy, + (1o Vi — mp Vi)
DV, = —i(z"0, + A)V, (132)
K,V, = —i[(Q:L’N:z:’\a)\ — .TQQM +2Az,)V,
+ 2(na’ — 5Zx,,)Vp]

O termo extra em K, (tltima linha) é a contribuicao do spin — sem ele, K, nao

fecharia a élgebra para campos com spin.

2.3 Acao sobre Campos Spinoriais

Para um spinor de Dirac ¢, () de dimensao A = 3/2 (campo livre):

P, = —id, ¢
1
M, =1i(x,0, — x,0 + =0
122 w ( M N)q/} 2 122 ’Lp (133)
D = —i(z"0, + A)y
K, = —i(22,2"0, — 2°0, + 2Ax,)¢ + 22" 0,0
onde 0, = i[’ym 7] € o gerador de Lorentz na representagao spinorial.
2.4 Foérmula Geral Compacta
Para qualquer campo ®%(x) na representagao (ji, j2) com dimensao A:
K, ®" = —i (22,20, — 2%0, + 2Az,,) ®* 4 22%(S,,)", ®° (134)

onde (S,,)% ¢ a matriz de spin na representacao (ji,j2) do grupo de Lorentz.

3 Tensores Simétricos Traceless

3.1 Representacao Diferencial para Tensor Simétrico de Spin [

Um campo 7T, (x) simétrico e traceless na representacao (1/2,1/2) com dimensao A. A

fi1- g
acao de K ,:
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KyTyp, = [—i(2$pxyay %8, +2Axp>] p

I
+2 Z (npﬂijTM'“Umm - xujTulmpmm)

= (135)
+ 21 Z urm ( —Tp;M TM‘..U.A.T...M>
traceless
Exemplo: Tensor energia-momento 7, (I =2, A =4):
KTy = KT, + 2i (002" Toy + M Tpo — 2T — ,Tp) (136)

A conservagao 0*T),, = 0 é compativel com Ay = d (saturacao do unitarity bound

para spin 2).

3.2 Formalismo de Indice-Free (Encoding Polynomial)

Para evitar a complexidade dos indices, usa-se um vetor auxiliar nulo z# (2% = 0):

T(z,2) =Ty (z) 211 - 2H (137)

A condigao traceless ¢ automatica (22 = 0). Os geradores agem como operadores

diferenciais em (z, z):

DT(x,z) =—(x-0, +A)T(z,2) (138)

K,T(x,2) = —(22,2 - 0y — %0y, + 20z, + 22 - 20., — 22,3 - 0,) T(x, 2)
4 Tensores Antissimétricos (p-formas)
4.1 Representagcao de uma p-Forma Conforme
Um campo antissimétrico B,,..,,,(x) estad na representacao (1,...,1,0,...) do grupo de

——
p
Lorentz. Para uma p-forma conforme de dimensao A:
p .
K, By, = KBy, + 20> (=1) (Mo 27 Bty o — T By o) (139)
j=1
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4.2

Exemplo: Campo eletromagnético F),, (p =2, A =2):

O tensor de Faraday em uma CFT livre tem A = 2. A acao de K,;:

K,F,, = —i(QxPx’\(%\ — x28p +4x,)F,,

+ 20N’ Foy — N2’ Fop — 2, Fpy + 2, F),)

A decomposicao em self-dual e anti-self-dual:

1
Fuw = Fi + Fupy FE=S(F£F)

pv?

onde F'* esta na representagao (1,0) e '~ na (0,1).

Formas Diferenciais e Invariancia Conforme

Uma p-forma w = Lw,, .., dz** A --- A dx tem peso conforme:
p! P

w— 0w sob g, — Vg

(140)
(141)

(142)

(143)

O operador de Hodge transforma como: *w — Q92 x . A equacao de Maxwell

d * F' = 0 é conformemente invariante em d = 4 porque:

5 Representagoes Mistas (Diagramas de Young)

5.1

dQITPH A )Y =d(QY« F) =0 sew =0

Tensores de Simetria Mista

(144)

Para representacoes gerais do grupo de Lorentz, usamos diagramas de Young. Em d =

4, as representagoes irredutiveis sao rotuladas por (ji, j2) com ji,j» € {0,1/2,1,3/2,...}.

(3/2,1/2) (1,1)

“hook” tensor Tensor de Riemann
T,,p (simétrico em pv, oo
antissimétrico em (uv)p) (2 pares antissim.)
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5.2 Representacao Diferencial para Hook Tensor

Tensor com simetria "hook": simétrico em (uv), com a condigao 7}, = 0. Na represen-
tagao (3/2,1/2), A livre = 3. A acao de K,:

KoTyw,=Y [ Kgrb+8pin total] T

pvsp

(145)

onde ) é o projetor de Young para a representacao.

5.3 Embedding Formalism (Todorov)

O método mais eficiente para campos de simetria mista é o embedding formalism.

Trabalhamos no espaco 6D com coordenadas X no cone nulo X? = 0:

T(X,Zy,Zs,...) (campo no cone nulo com vetores de polariza¢ao) (146)

Os geradores conformes agem linearmente no espago embedding:

Jan T(X, Zi) = <XA8XB — XBGXA + Z ZZ'AaZZ.B — ZZ-B@ZiA> T (147)

6 Correntes Conservadas de Spin Superior

Para correntes conservadas de spin [ (J,..,,, com 0"'J,, .., = 0), a dimensao ¢é fixa:

Aj=1+4+d—2 (shortening condition) (148)

Em d=4: A =1+ 2. Exemplos:

e [ =1: Corrente vetorial J,, A = 3.

e [ = 2: Tensor energia-momento 7}, A = 4.

[ = 3: Corrente de spin-3, A =5 (existe em teorias livres).

[ = 4: Corrente de spin-4, A = 6.

Teorema de Maldacena-Zhiboedov: Uma CFT 3D com uma corrente conser-

vada de spin [ > 2 é necessariamente livre.
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7 Dimensao de Escalonamento e Correntes

7.1 Dimensao CanoOnica vs. Andmala

A dimensao candnica A é determinada pela teoria livre:

Campo Spin A (d =4) Representagao de Lorentz
Escalar ¢ 0 1 (0,0)

Spinor 1/2 3/2 (1/2,0) @ (0,1/2)
Vetor A, 1 1 (1/2,1/2)
Intensidade F,, 1 2 (1,0) @ (0,1)
Graviton hy,, 2 2 (1,1)

Em teorias interagentes, a dimensao recebe corre¢oes: A = Ay + 7, onde v é a

dimensao anomala.

7.2 Correntes Conservadas e Protecao

Se 0".J, =0, entdao Ay = d — 1 = 3 (exato, protegido contra corregoes quanticas).

Se 0", = 0 (tensor energia-momento), entdo Ay = d = 4 (exato).

8 Ward Identities Conformes

8.1 Ward Identity para Dilatacao

n

0
> (o5

=1

+ Ai) (O1(z1) -+ Op(zn)) =0 (149)

8.2 Ward Identity para SCT

n

> (20w + 227 S,y + 234,20 — 2705,) (O1 -+ Oy) = 0 (150)

i=1

Estas identidades, junto com as de translagao e rotacao, fixam completamente as
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fungoes de 2 e 3 pontos.

Parte VII

Quebra de Simetria Conforme

1 Mecanismos de Quebra

1.1 Quebra Explicita

A simetria conforme é quebrada explicitamente por:

e Massas: Termos m?¢? ou mi) introduzem uma escala.
e Constante cosmolégica: Ag,, quebra a invariancia de escala do vacuo.

e Acoplamentos dimensionais: Em d # 4, a constante de acoplamento de gauge

tem dimensao.

e Operadores relevantes: Qualquer operador com A < d cresce no IR e quebra a

simetria conforme.

1.2 Quebra Espontanea (Dilaton)

Se a simetria conforme é quebrada espontaneamente, surge um boson de Goldstone sem

massa — o dilaton 7(z):

(D) #0 = J7: 7(x) — 7(x) + const. sob dilatagao (151)

O dilaton acopla-se ao trago do tensor energia-momento:

1 T
Laaton = 5(07)° + ZT*; (152)
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\L) dilaton 7

e (o)

V(o) = Mo? — f?)? (potencial efetivo)

1.3 Dilaton Efetivo e Fisica do Higgs

Se a quebra eletrofraca esta relacionada & quebra conforme, o Higgs pode ser um "dilaton

composito"ou mistura de Higgs com dilaton:
1 5 1 9 h - 2 i T
L= §(ah) + 5(87) —Vi(h,7)+ ;(mfff +2my WIW ™ + -2 ) + f—T[j (153)

Se f, > wv: dilaton desacoplado, Higgs padrao. Se f, ~ v: mistura significativa,

desvios nos acoplamentos do Higgs.

2 Anomalia Conforme e Quebra Quantica

2.1 Anomalia de Traco

Mesmo que a teoria cléassica seja conforme (T n = 0), a regulacao quantica pode quebrar

esta simetria:

(T*,) = B(g) F;, " + (termos gravitacionais) (154)

onde (g) é a funcdo beta do grupo de renormaliza¢do. Em uma teoria conforme-

mente invariante exata, 3(g) = 0 (ponto fixo).
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2.2 Exemplo: QCD e Transmutagao Dimensional

Em QCD sem quarks, (g) < 0 (liberdade assintotica):

(TH) = MGZVGW/ - _

O0&s ~o
1 =2 G* 40 (155)

A escala Aqcp emerge via transmutacao dimensional: uma teoria classicamente

conforme gera uma escala puramente quantica.

UV: g — 0 (livre)

> :
~—ontorme— 1 (escala de energia)

3 CFTs com Simetria Conforme Exata

3.1 Exemplos em 4D

e N =4 Super-Yang-Mills: § = 0 exatamente para todo valor de g e N.

e Ponto fixo de Banks-Zaks: QCD com N; sabores em 11N./2 > N; >
34N3/(13N2 — 3).

e Teorias de Argyres-Douglas: CFTs 4D N = 2 nao-lagrangianas com operadores

de dimensao fracionéria.

3.2 Condicoes para Ponto Fixo
Bi(g") =0 Vi, ym(g") =A— A (156)

No ponto fixo, a teoria é uma CFT com operadores de dimensao definida (possi-
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velmente irracional).

Parte VIII

Unparticulas (Unparticle Physics)

1 Motivacao e Conceito

1.1 A Ideia de Georgi (2007)

Howard Georgi propds que pode existir um setor conforme oculto que interage fraca-
mente com o Modelo Padrao. As excitagoes deste setor, chamadas unparticulas, nao

sao particulas no sentido usual — nao possuem massa definida.

Uma particula de massa m tem funcao espectral:

ppartl’cula(Pz) = 5(P2 - m2) (157)

Uma unparticula de dimensao dy; tem fungao espectral continua:

pu(P?) = Aq, 0(P°)0(P?) (P?)™~2 (158)

onde: 5/2
1 I'(d 1/2
Aq, = o _Lldut1/2) (159)
(2m)2u T (dyy — 1)T'(2dyy)

1.2 Interpretagao Fisica

Uma unparticula com dimensao dy; se comporta como dy; particulas sem massa invisiveis
(mas com dy; nio-inteiro!). A fase space de n particulas sem massa escala como (P?)"2,

logo a unparticula com expoente dy; — 2 mimetiza "d; particulas fracionarias".

Para d;; = 1: particula sem massa ordindria. Para d;; = 2: como dois gravi-
tons/fotons virtuais. Para dy; ndo-inteiro: algo genuinamente novo — "matéria conforme".
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2 Espectro de Massa e Decomposicao Espectral

2.1 Representagao de Kallén-Lehmann

O propagador de Feynman da unparticula escalar via Kéllén-Lehmann:

o [0 pulp?)

com py(p?) = Ag, 0(1s?) (u?)™ 2.
Interpretacao: A unparticula é uma superposicao continua de particulas

de todas as massas, com peso (m?)%=2,

p(nE pectro de Massa Continuo

A

dy = 1.7

> m?2
mg
2.2 Propagador Escalar
o Ag, 7
Ay(P?) = S sin(dy) (P2 — i) (161)

e Para dy = 1: A o< i/P? (propagador de particula sem massa). v’
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e Para dy nao-inteiro: o propagador tem um corte de ramo em vez de pélo — nao

ha "particula on-shell"definida.

2.3 Propagadores Vetorial e Tensorial

Unparticula vetorial (.JY):

Ay, —g"™ + ptp”/p?

Al (p) = 162
4 ) = S o) (P (162)
Unparticula tensorial (T7,):
Ay, TP
AL (p) = (®) (163)

~ 2sin(dym) (—p?)2-du

onde II*r? é o projetor transverso traceless de spin-2.

3 Operadores de Criacao e Aniquilacao

3.1 Quantizagao do Setor Conforme

Em quantizacao radial, o "vacuo"|0) é aniquilado por K,. Os estados de unparticula sao

criados aplicando o operador primério O;; de dimensao dy;:

U(p)) = / a7 Oy (2)[0) (164)

3.2 Operador de Campo da Unparticula

By () = /(;ZT]; /OOO dp® p(p*)? [a(p, 1*) e~ 5(p? — p)0(p°) + h.c.] (165)

com relagoes de comutacao:

[a(p, u*),at(p', %)) = (27)* 2B, 8°(p — p') 6(1* — %) (166)
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3.3 Espaco de Fock

O espago de Fock é continuo no pardmetro de massa:

%u:@f(ﬂ

220

%)

(167)

O numero de particula nao é bom ntimero quantico no setor conforme. O que é

bem definido é o operador de dimensao D que conta a dimensao de escalonamento

total.

4 Acoplamento ao Modelo Padrao

4.1 Estrutura de Energia e RG Flow

Escala UV: My, (TeV)

lRG fow

Pont¢ fixo IR: setor conforme (Banks-

V.aks)

Cy

Mutdsm—4
u

Osm Oy (abaixo de Ay)

Acima de My, o setor oculto interage via operadores de dimensao alta:

‘Cint =

1
MgUV+d5M —4

Abaixo de Ay (ponto fixo conforme):

OSM OUV

Eeff

CL{ AZ[UV*dL{

- MZ/dIUV+d8M —4

SMOZ/I

29

(168)

(169)



5 Regras de Feynman e Fenomenologia

5.1 Vértices e Propagador

iAd,
2sin(wdy ) (—p2)2 U

Z/{ [AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAL
T Propagador da unparticula

Ay
Adb{ —1

5.2 Tipos de Acoplamento

Tipo de Oy, Acoplamento Processo

Escalar (dy) ffOu Producao invisivel em colisores
Vetorial (dy)  f4"f Ouy Interferéncia com /7
Tensorial (dy) T4 Oy Efeitos gravitacionais efetivos

5.3 Secao de Choque e"e” — pu"p~ com Unparticula

M =M, + Mz + My (170)

AAu Ay (0yfu)(ay0)
= 171
Mu A2du=1) 2sin(wdy)  (—s)2du (71)

dy—2 — ‘

A fase complexa (—s) s|du=2e=m(du=2) produz padroes de interferéncia dis-

tintos com v/Z.

5.4 Assinaturas Experimentais

1. Energia faltante com espectro continuo (e"e™ — v + invisivel):

— o B2 172
<5 (172)

2. Violacao de escala na secao de choque:
o o 52 (173)
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3. Limites experimentais (LHC):

o My/C)/Hutds=4) > 110 Tev.
e dy ~ 1 é mais restrito (parece particula sem massa).

e dy; > 2 & menos restrito (suprimido por poténcias de energia).

6 Gap Conforme e Quebra de Simetria

Se a simetria conforme é levemente quebrada, a unparticula adquire um "gap":

pu(P?) = Ag, O(P* — i) (P — pi?) > (174)

O gap p introduz uma escala de massa efetiva — a unparticula se torna uma

"particula gorda"(ressonéancia larga) em vez de um continuo puro.

Parte IX

Relatividade Geral, Formalismo de

Cartan e Simetria Conforme

1 Gravitagao de Cartan (Formalismo de Primeira Or-
dem)

1.1 Variaveis de Cartan

Em vez da métrica g,,, usamos:

e Tetrad (vierbein) e Gy = eZef’,nab
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b

e Conexao de spin w;;”: conexao de Lorentz local SO(1, 3)

As varidveis sao 1-formas: e* = ejda, w = wl‘jbdx“.

1.2 Equacoes de Estrutura de Cartan

Primeira equagao (torgao):

T = de® + w® A e (175)

Segunda equacgao (curvatura):

R™ = dw™ + w® A w® (176)

Na Relatividade Geral padrao: 7% = 0 (condigao de torgao nula determina w em

funcao de e).

Estrutura de Gauge da Gravitagao

Gauge local SO(1}3) Gauge transl. R}?
Potencial: wzb Potencial: e,
Curvatura: R Curvatura: T

(.

-

Juntas; Teoria Gauge do grupo de Poincaré I%O(I,B)

|\

1.3 Acgao de Palatini

Acao de Einstein em formalismo de primeira ordem:

1 b d
— Qa C 1
S —167TG/€adeR ANe‘Ne (177)

Variando independentemente:

o jw: da T* = 0 (determina w = w(e), conexao de Levi-Civita).

e Je: da as equagoes de Einstein G, = 0.
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2 Gravitacao Conforme de Weyl

2.1 Gauge Conforme: Grupo SO(2,4) Local

Formulacao da gravitacao como teoria gauge do grupo conforme local:

Gerador Potencial de gauge Campo de forca
P, (translagoes) ef (tetrad) Torgao T

My, (Lorentz)  w@ (conexao de spin) Curvatura R

D (dilatagao) b, (campo de Weyl) F,Sll,))

K, (SCT) fii (campo conforme) R*(K)

2.2 Gravitagao de Weyl Quadratica

A agao invariante conforme mais natural em 4D:

SWeyl = —aw/d4:£\/—g ClvpaCHP° (178)

Propriedades:

e Invariante sob transformagoes conformes locais.
e 4% ordem nas derivadas da métrica (propagador ~ 1/k*).

e Renormalizavel (mas nao-unitaria — possui "fantasmas").

2.3 Tensor de Bach

O tensor de Bach ¢ a "equacao de movimento"da gravitagao de Weyl:

1
B, =VVC e + éR’”C’WW (179)
B, ¢é simétrico, traceless e invariante conforme de peso —2. B,, = 0 sao as

equacgoes de campo.
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2.4 Gauss-Bonnet e Topologia

O invariante topoloégico de Euler em 4D:

B 1
3272

1
3272

X /d4x\/—g E, = /(R“b A Reqpea (180)

é invariante conforme e contribui para a anomalia de traco.

3 Conexao de Cartan Conforme Aplicada & Gravitacao

3.1 Fibrado de Tractor Conforme

O fibrado de tractor é o fibrado vetorial associado a representacao fundamental de

SO(2,4) sobre a variedade M¢. Uma se¢io (tractor) decompde-se em:

VA= 1v| e (TM) (181)
p

onde o e p sao densidades de peso conforme +1 e —1 respectivamente, e v* é um

vetor tangente de peso 0.

A métrica do tractor é herdada da métrica ambiente R%*:
(V,W)r = napvw® + o7 + pw (182)

para V = (o,v% p) e W = (w,w®, 7).

3.2 Derivada de Tractor (Conexao de Tractor)

A derivada de tractor V;r é a conexao canodnica no fibrado de tractor:

o Vo —byo—v,
VZ v | = | Vvt + bt +of—pey (183)
p Vup+bup + fauv®
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Com as fixagoes de gauge b, =0 e f; = P°, (tensor de Schouten), isto se reduz a:

o VMCT —Up
VZ vt | = | Vot + ol —pep (184)
p Vup + Pov®

3.3 Curvatura do Tractor

A curvatura da conexdo de tractor Qf, = [V7, V]] tem a forma:

0 0 O
T a
Q.,=1C b 00 (185)
0 Gy O
onde C“bW ¢ o tensor de Weyl e Gy, € o tensor de Cotton. Portanto:

e A curvatura do tractor é nula < Weyl = 0 e Cotton = 0 < espago conformalmente

plano.
e Em d > 4: basta Weyl = 0 (Cotton é derivada do Weyl pela identidade de Bianchi).

e Em d = 3: Weyl = 0, a obstrugao é apenas o Cotton.

3.4 Equacgoes de Estrutura com Todas as Curvaturas

Resumindo as curvaturas do gauge conforme SO(2,4) (detalhadas na Part II), em notacao

compacta:

T*=De*—bAe* =0 (imposta)
R™ = dw® + w® A w® — 4el® A fb]

(186)
F(D)=db+2e" A f, =0 (imposta)
RYK)=Df*+bA f*
Com as condigoes T* = 0 e F(D) = 0 impostas, restam:
ab residual = Rz —4elr PP A e = (% (tensor de Weyl!) (187)
1
RYK)|, duar = Vi Py e’ Ne = §Cabc e’ Aef  (Cotton!) (188)
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3.5 Identidades de Bianchi na Formulacao de Gauge

Pela identidade de Bianchi generalizada D2 = 0 (onde D ¢ a derivada exterior covariante

do gauge conforme):

DC® = 2¢l* A Rb}(K) =el* A Cbl,d e A el

(189)
DRY(K) = C% A f* = C% A P’ ¢

A primeira equacao é equivalente a identidade de Bianchi conforme V*C),,, =

(d —3)C,p, em linguagem de formas diferenciais.

3.6 Recuperando a Conexao de Levi-Civita

O procedimento completo de fixacao de gauge conforme:

{Gauge conforme SO(2,4): {e?, w®,b, f“}}

| Fix D-gauge: b, =0

{ Gauge de Weyl: b =10 }

177 = 0 determina w; F(D) = 0 determina f

{Levi—Civita: w®(e), fo = P“J

Curvatura residual: apenas C* (Weyl)

4 Supergravidade Conforme

4.1 Construcao de Kaku-Townsend-van Nieuwenhuizen

A supergravidade conforme gauges o grupo superconforme SU(2,2[1) (para N = 1).
Os campos gauge sao:
{e, Wi, by, fits Vs Gur A} (190)

Fixando gauges (K,, D, S-supersimetria) e eliminando campos auxiliares, obtém-

se a supergravidade de Poincaré usual — mas a construcao conforme é mais sistemaética
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para acoplamentos a matéria.

Parte X

Buracos Negros e Simetria Conforme

1 Buracos Negros em AdS e Termodinamica

1.1 Buraco Negro de Schwarzschild-AdS

dr? r? wgM
ds? = —f(?“)dt2 + m + TQdQ?l—h f(q«) =1+ ﬁ — o
Temperatura de Hawking:
f(rs) 1 dri
T = 4 :47TT+ (d_2)+ﬁ

(191)

(192)

Dicionario holografico: Este buraco negro é dual a um estado térmico na CFT

a temperatura 1.

AdS-Schwarzschild

\/

Horizonte 7 CFT (T =Ty)

—

ANANANNNANANANNAN
singularidade
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1.2 Entropia de Bekenstein-Hawking

Ahorizonte VOI(Sd_l) Ti_l
Shr = = 193
ST 4Gy (193)
Via AdS/CFT, esta entropia conta os micro-estados da CFT:
272 3
SCFT(T) = TCGHT |4 (d = 4) (194)

onde cqg x N2.

2 Simetria Conforme em Horizontes

2.1 Dualidade Kerr/CFT

Perto do horizonte de um buraco negro de Kerr extremo (Ty = 0, J = M?), a geometria
& AdS, x S%. O grupo de isometrias SL(2,R) x U(1) sugere uma CFT, dual com carga

central:
c=12J (195)

A formula de Cardy reproduz a entropia:

2 A
S=—cly=2n]=— V 196
e (196)
2.2 Simetria BMS
A simetria assintotica em horizontes genéricos é o grupo BMS — extensao infinito-

dimensional do grupo de Poincaré:

BMS = Supertranslagoes x Lorentz (197)

A algebra BMS perto do horizonte contém uma subélgebra de Virasoro, sugerindo

uma CFT5 universal nos graus de liberdade do horizonte.
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3 Informacgao e Unitariedade

3.1 Paradoxo da Informacao

A radiagao de Hawking parece térmica pura. Mas a CFT dual é unitaria! Resolucao:

e A evolugao na CFT é unitaria = informagao nao se perde.
e A "perda'"é artefato da aproximagao semiclassica no bulk.

e As "ilhas"de entropia fornecem o mecanismo concreto.

3.2 Firewalls e ER=EPR

O argumento AMPS: unitariedade + monogamia do emaranhamento parecem exigir um

"firewall". Resolugoes:

e ER=EPR (Maldacena-Susskind): Emaranhamento = pontes de Einstein-Rosen.
e Complexidade computacional: decodificagao requer tempo exponencial.

e Jlhas e Page curve: a formula QES resolve sem firewalls.

Parte XI

Correspondéncia AdS/CFT

1 A Dualidade Gauge/Gravidade

1.1 Formulagao de Maldacena (1997)

Gravidade quantica em AdS;, , <— CFTy na fronteira (198)
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O exemplo candnico:

Supercordas IIB em AdS; x S° <+— N =4 SYM com gauge SU(N) (199)

Fronteira: CFT,

Ade+1 (bulk)

Igb(x, z) campo no bulk
Gravidade, corltas

O(x) operador na CFT

~— 00: Interior

1.2 O Espaco Anti-de Sitter

Em coordenadas de Poincaré:

L2

22

ds? (udz*dz” +d2*), z>0 (200)

Simetria crucial: O grupo de isometrias de AdS,;; é exatamente SO(2,d) — o

grupo conforme em d dimensoes!

1.3 Dicionario AdS/CFT

Gravidade (bulk AdS) CFT (fronteira)

Campo escalar ¢(z, z) de massa m Operador O de dimensao A

Campo de gauge A,(z, 2) Corrente conservada J,

Meétrica g, (z, 2) Tensor energia-momento 7,

Constante de Newton G 1/N? (planar)

Raio de AdS L Acoplamento de 't Hooft A = g2 N
Profundidade z Escala de energia p~ 1/z

Horizonte de buraco negro Estado térmico (temperatura 7T')

Geodésica no bulk Entropia de emaranhamento (Ryu-Takayanagi)

Tabela 3: Dicionario AdS/CFT.
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1.4 Relagao Massa-Dimensao

Para um campo escalar de massa m no AdS;;1:

A(A —d) =m?L? (201)

As duas solugbes: Ay = g + V% +m2L2.

Para campos de spin s:

Escalar: A(A —d) = m*L?
d
inor: A= — L
Spinor 5 + |m| (202)

Vetor (p-forma): A(A —d) = m*L* + p(d — p)

Graviton (sem massa): A =d

2 Formula GKPW

A relagao fundamental (Gubser-Klebanov-Polyakov / Witten):

Zuwltn) = (o0 [ v nta 00)) ) (203
CFT
No limite semiclassico (N — oo, A grande):
Zgrav ~ e_son—she11[¢cl] (204)
Correladores:
5nSon—shell
O(xy)---O(x,)) = 205
Olo) (@) dpo(z1) -+ dpo(n) (205)
3 Holografia e o Grupo Conforme
3.1 Isometrias do AdS = Simetria Conforme
O espaco AdS,.1 é o espago homogéneo:
SO(2,d)
Ad = 2
5= 50(1.4) (206)
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z (profundidade)

A

IR (z — o0, p— 0)

N Z]):‘thO RG

o VY (z — 0, p — o0)

3.2 Entropia de Emaranhamento (Ryu-Takayanagi)

Para uma regiao A na CFT:

_ Area(va)

S
A 4G N

onde 4 € a superficie minima no bulk ancorada em JA.

Reé'té,% A

N

va (superficie minima)

Bulk AdS
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Parte XII

Bootstrap Conforme

1 A Filosofia do Bootstrap

1.1 Dados da CFT

Uma CFT é completamente determinada por:

1. O espectro de operadores primarios: {(A;,[;)}.

2. Os coeficientes da OPE: {C;;;}.

O bootstrap busca determinar esses dados usando apenas consisténcia interna

— sem lagrangianal

1.2 Crossing Symmetry

' Ok = ---
/\x\ / N
Canal s (12—34) Canal t (14—23)

A equacao de bootstrap:

ZPA,Z Fau(u,v) =0 (208)
Al
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onde pa; = ]C¢¢o\2 > 0 e Fa, sao combinagoes de blocos conformes cruzados.

2 Bootstrap Numeérico

2.1 Meétodo de Exclusao (SDP)

Usa-se programacao semidefinida para encontrar funcionais lineares a que satisfazem:
a[Fq] > 0 e a[Fay] > 0 para todo espectro permitido. Se tal funcional existe, o espectro

¢ inconsistente.

2.2 Modelo de Ising 3D

A
A

Regiao permitida

Modelo de Ising 3D!

A, =0.5182(3),
A = LAT1Z2/(I1Y) AU

Os expoentes criticos:

S = 0.6300(4), 7 =24, — (d—2) = 0.0364(5) (209)

3 Superconforme Bootstrap

Para teorias com supersimetria N:

d Grupo Superconforme SUSY

3 OSp(N|4) N = 58
4 SU(2,2|N) N =1, ,3,4

6 OSp(8*|2N) N = (1,0),(2,0)

O superconforme bootstrap é mais poderoso porque a SUSY impoe relagoes entre
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operadores (shortening conditions).

Parte XIII

N = 4 Super-Yang-Mills e a CFT

Canodnica

1 A Teoria

1.1 Contetido de Campo
N =4 SYM em d = 4 com gauge SU(N):

e 1 campo de gauge A,
e 6 escalares reais ® (I =1,...,6) na 6 de SU(4)r

e 4 férmions de Weyl M\ (A=1,...,4) na 4

Todos na adjunta de SU(N). Lagrangiana:

1
L=Tr|->F —

1 2 .
P2 = 5D, + gz[qﬂ, D72+ iAPA + gA[®, A] + h.c. (210)

1.2 Propriedades Especiais

e (3(g) = 0 exatamente — CF'T para qualquer acoplamento.

Simetria SU(2,2|4) superconforme (32 supercargas).

Dualidade S: g — 1/¢g (Montonen-Olive).

Integrabilidade no limite planar (N — o0).

Dual holografico: Supercordas IIB em AdS; x S°.
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1.3 Mapa de Parametros

A= g3y N (acoplamento de 't Hooft)
I Iz (211)
— =) =N
4 %
Perturbativo Supergravidade
A1 A>1
A

2 Operadores BPS e Integrabilidade

Operadores em multipletos BPS curtos tém dimensio protegida. Exemplo: Tr(®®7))

tem A = 2 exatamente.

O operador de Konishi K = Tr(®/®’) néao ¢ protegido:

32N 3¢ N2
Ag =2 = - 212
K +7x(9), K 42 1671 + (212)

No limite planar, a dilatagao é mapeada para uma cadeia de spin integravel (Bethe

Ansatz): .
up — /2 #kuk—uj—i
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Parte XIV

Teorias Conformes em Diversas

Dimensoes

1 CFT em d =2 (Algebra de Virasoro)

Em d = 2, o grupo conforme ¢é infinito-dimensional:

(Lo, L] = (m — 1) Lopsn + 1—62m(m2 Y (214)

A carga central ¢ caracteriza a CFT 2D (¢ = 1/2 para Ising 2D, ¢ = 1 para bdson

livre).

Em d > 3, apenas o subgrupo global {L_1, Lo, L1} ® {L_1, Lo, L1} = SO(2,d)

sobrevive.

2 CFT emd=3

Modelo de Ising 3D: A, = 0.5182, A, = 1.4127.

Modelo O(N): Para N =2 (XY): v = 0.6717.

QEDj3: Relevante para spin liquids.

Chern-Simons-Matter: U(N), — dualidade Bose-Fermi:

U(N)j + Ny férmions «— U(k)_n + Ny bosons (215)
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3 CFTemd=6

Existem CFTs superconformes sem descri¢ao lagrangiana:

e Teoria (2,0) tipo Ax_i: N M5-branes em M-theory. Graus de liberdade ~ N3.

e Contém tensores auto-duais B

pv

sem acao cléssica.

4 CFT emd=5

Existem CFTs 5D nao-triviais (apesar de teorias de gauge 5D serem nao-renormalizéveis):

e Teoria de Seiberg En: UV completion de SYM 5D com Ny < 7 sabores.

e Ponto fixo USp(2N) com matéria fundamental e antissimétrica.

Parte XV

Defects, Boundaries e Extended

Operators

1 CFT com Defeitos

Um defeito conforme p-dimensional quebra parcialmente a simetria:

SO(2,d) — SO(2,p) x SO(d — p)
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Bulk CFT,
® Opuix

Defeito p-dimensional
L

~

®
O o’

Exemplos:

p = 0: Operador local.

p = 1: Loop de Wilson, 't Hooft line.

p = 2: Operador de superficie.

e p=d—1: BCFT (Boundary CFT).

1.1 OPE Bulk-to-Defect

Oz, x) =25 o O()) (217)

- ‘xL‘AO*Ak

2 Boundary CFT (BCFT)

Com fronteira (p = d — 1), o correlador de 1 ponto:

ao
O = 218
< <x>>BCFT (Q.TJ_)A ( )
~ 332
O correlador de 2 pontos depende da razao cruzada £ = 4x1jfgu que mede o quanto
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o correlator "sente"a fronteira.

Parte XVI

Aplicacoes em Fisica da Matéria

Condensada

1 Transicoes de Fase e Pontos Criticos

1.1 Universalidade e CFT
Perto de um ponto critico, £ — oo e o sistema se torna invariante conforme:

Invariancia de escala 4+ Unitariedade + Rotagdo == Invariancia conforme (219)

1.2 Expoentes Criticos como Dimensoes Conformes

Expoente Relagao com A Significado

v 1/(d— A) Comprimento de correlagao
n 20, — (d—2) Decaimento do correlator
« 2 —dv Calor especifico

g vA,/(d—A) Magnetizacao
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Ordenada

Desordenada

T. (CFT)

> T

2 Pontos Criticos Quanticos

Em transi¢oes de fase quanticas (7= 0):

Ponto critico quantico em d dimensées = CFT em d 4 1 dimensdes euclidianas  (220)

No regime quantico-critico:

fw
) = T(d—2>/z¢( ) 221
o(.T) — (221)

3 Aplicacao via AdS/CFT

3.1 Viscosidade/Entropia (Bound KSS)

n 1 h
I 222
S 4 k’B ( )

Este valor universal é saturado pelo plasma de quarks-glions (QGP) no RHIC/LHC.

3.2 Condutividade Optica

Para CFT em d =2 + 1 a temperatura 7"

o(w) = 6—;2 (IZ—WT) (223)
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Aplicagao: grafeno no ponto de neutralidade de carga.

Parte XVII

Fronteiras Modernas e

Desenvolvimentos Recentes

1 Amplitudes de Espalhamento e Simetria Conforme

1.1 Dual Conformal Symmetry

Em N = 4 SYM, as amplitudes de espalhamento possuem uma simetria conforme dual

— no espago de momentos duais ' (p; = z; — x;41):

Amplitudes = f(z1,...,2,) com simetria conforme em x;! (224)

A combinacao da simetria conforme ordinaria com a dual gera a simetria de

Yangian Y[psu(2,2|4)] — uma algebra quantica infinito-dimensional.

1.2 Amplituhedron

Arkani-Hamed e Trnka (2013) mostraram que amplitudes em A" = 4 SYM sao volumes

de um politopo no "espaco de Grassmannianas amplificado":

AR = Vol(Amplituhedron,, ;) (225)

Localidade e unitariedade emergem da geometria, em vez de serem impostas.
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2 Entropia de Emaranhamento e Informacao Quéantica

2.1 Foérmula de Cardy para Entropia

Em uma CF'T 2D no vacuo, a entropia de emaranhamento de um intervalo de comprimento

l:

Sa=Smt (226)
3 €

onde c ¢ a carga central e € o cutoff UV. Em CFT d-dimensional geral:

Area(0A)

.. L
=+ ~-+(—1)d/2adlnz+~-- (227)

SA =C
O coeficiente universal a¥ estd relacionado & anomalia conforme.
d

2.2 Complexidade Holografica

A complexidade computacional do estado dual é conjecturada como:

V(maximal slice)

C = (Conjectura “Complexity = Volume”) (228)
GnL
ou ;
C = W];_LW (Conjectura “Complexity = Action”) (229)
m

3 Ilhas de Entropia e o Paradoxo da Informacao

3.1 Foérmula da Ilha

Para buracos negros evaporando em contato com um banho (CFT):

S(R) = min {ext [Ar%f]) + Spui(R U z)] } (230)

A "ilha"I é uma regiao dentro do buraco negro que contribui para a entropia da
radiagao R. ApoOs o "Page time", a ilha domina e a entropia decresce — resolvendo o

paradoxo da informacao!
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\
4

Hawking (sem ilha)

SBH ”"’””’”"”’”””’Pagééurve (com ilha)

Page time

4 Simetrias Generalizadas

4.1 Simetrias de Forma Superior (p-form)

Simetrias generalizadas atuam sobre objetos estendidos (p-dimensionais) em vez de pon-

tos:

U,(STP Y W (4P) = e W (+*) quando ¥ enlaga v (231)

e 0-form: Simetria ordinaria (atua sobre particulas/operadores locais).
e 1-form: Atua sobre linhas (ex: centro Zy de SU(N) atua sobre loops de Wilson).

e (d —2)-form: Atua sobre co-dimensao 2 (monopolos magnéticos).

4.2 Non-Invertible Symmetries
Desenvolvimento recente (2022+): simetrias cujos operadores topologicos nao sao inver-
tiveis:

N x NT#£1  (ndo-invertivel!) (232)

Em vez de grupo, formam uma categoria de fusao. Impoem restri¢goes no espec-

tro e nos acoplamentos da CFT mesmo sem ter inverso.

5 Machine Learning e CFT

5.1 Neural Network Bootstrap

Redes neurais sao usadas para:
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e Resolver a equacao de crossing de forma mais eficiente que programacao semidefi-

nida.
e Encontrar bounds mais apertados em espacos de dimensao alta.

e Identificar automaticamente kinks (pontos especiais) na paisagem de CFTs.

5.2 Diffusion Models para Dados da CFT

Modelos generativos podem explorar o espaco de solu¢oes do bootstrap, produzindo fa-

milias de CFTs consistentes como amostras de uma distribuicao.

6 Perspectivas

e Bootstrap analitico: Expansao de Lorentz inversion formula, dispersao em Regge

limit — permite calcular dados da CFT analiticamente em regimes assintoticos.

e CFT em de Sitter: Cosmologia inflacionaria como CFT euclidiana na fronteira
futura (dS/CFT).

e Holografia plana: Extensao de AdS/CFT para espagos-tempo assintoticamente

planos via amplitudes celestiais.

e Quantum error correction: Holografia como cédigo de correcao de erros quanti-

cos — subespago do codigo = bulk, dlgebra de observaveis = fronteira.
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Parte XVIII

Relacao com Algebra Geométrica e

CGA

1 Grupo Conforme na Algebra Geométrica

1.1 Grupo Conforme como Pin(2,4) / Spin(2,4)

Na Algebra Geométrica Conforme (CGA) C/(4,1), o grupo conforme emerge natu-

ralmente como o grupo de rotores:

Spin(2,4) C C*(4,1) (subalgebra par)

(233)

Todas as transformagoes conformes (translagdes, rotagoes, dilatagoes, SCT) sao

rotores na CGA:

X'=RXR, RR=1 (234)

1.2 Mapeamento dos Geradores
Os 15 geradores de s0(2,4) correspondem aos 15 bivetores de C¢(4,1):

Gerador conforme Bivetor na CGA Tipo

Rotagoes M;; e; Nej (i,j=1,2,3) B?= -1

Boosts My; e; A eg (se signatura Minkowski) B? = +1

Translacoes P, eu N e B? = 0 (nilpotente)

SCT K, eu N € B? = 0 (nilpotente)

Dilatacao D €o N €oo B? = +1
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Bivetores da CGA como Geradores Conformes

Rotagoes/Boosts
e; N\ ej: rotacao €o N\ eso
6 bivetores ) 1 bivetor
[ Translacoes | f SCT )
By A B AN >
4 bévetores nilpoterjtes 4 bévetores nilpote@tes

Total: 64+4+4+1=15=dim(so0(2,4)) vV

1.3 Transformagoes Conformes como Rotores Explicitos

Translagao por vetor a:
1
Ty=e 298 =1 — 5ot (235)

Dilatagao por fator A:

eo + A les

Dy = emsleone)ind — /) (236)
€0 + oo
mais simplesmente: Dy = eZ"*2 com E = e A e,.
SCT com parametro b:
—leob 1
sze 27 :1—§€ob (237)

Verificagao: Ky, = [ oT}, o1 onde [ é a inversao (reflexdo no vetor e, ou e,).

Rotacao no plano e;e; por angulo 6:

R =e%%%2 = cos(0/2) — ese;sin(0/2) (238)

1.4 Composicao Unificada
Qualquer transformagao conforme é um rotor R € Spin(2,4) C C¢*(4,1):

R=D, Ry Ty Ky, =¢e 2P (239)

onde B é um bivetor geral da CGA. A composi¢ao é simplesmente o produto

geométrico dos rotores — sem matrizes!
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2 Algebra Conforme em Termos de Produtos Geomé-

tricos

2.1 Comutadores como Produtos Geométricos

As relagoes de comutagao [, -] da algebra de Lie correspondem ao comutador de bive-

tores na GA:

1
[Bl, BQ]Lie < Bl X BQ = é(BlBQ — BQBl) = <B1B2>2 (240)

(A parte de grau 2 do produto geométrico de dois bivetores.)

Exemplo: [P, K5]. Na CGA:

1
(e1 New) X (e2 Ney) = 5[(61 N exo)(ea Aey) — (ea Ney)er Aess) (241)
1
= 5[616006260 - €2€oeleoo]grau 2 (242)
Usando ey, - e, = —1 e ortogonalidade dos e; com e,, e,:
= —(e1 ANez) +0- D = —M5 + contribui¢ao de D (243)

Isto reproduz [P,, K| = 2i(n,D — M,,). v/

3 Spinors Conformes na GA

3.1 Spinor de Dirac em 6D como Twistor

Na éalgebra Cf(2,4) (ou equivalentemente C/(4,1) via complexificagdo), um spinor é um
elemento da representacao spinorial de dimensao 2% = 8 componentes reais = 4 complexas.

Este spinor de 4 componentes complexas é exatamente um twistor Z4!

Spinor de Spin(2,4) = Fundamental de SU(2,2) = Twistor (244)
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3.2 Equacao de Dirac Conforme na GA
A equagao para um campo conforme na CGA:

Vx¥ =0 (equagio de Dirac no cone nulo de R*?) (245)

Projetada no espaco-tempo 4D, isto d& a equacao de Dirac sem massa com simetria

conforme total.

3.3 Modelo de Particula Conforme

Uma particula sem massa no espago-tempo 4D é descrita por uma geodésica nula. Na
CGA, isto é:
X(1) =e B2 X, eP/? (246)

onde B é o bivetor nilpotente da translagao (B = p'e, A es com p* = 0). A

condicao de massa zero p? = 0 é automaticamente B? = 0 na CGA.

4 Geometria Conforme e Gravitacao na CGA

4.1 Conexao de Weyl na CGA

A conexao gauge do grupo conforme pode ser escrita como um bivetor-valorado 1-forma
na CGA:

1
w = §w“3 (ea A ep) dr" + b, (o A eoo) dat + €], (ea A €oo) dat + f1i (€a N e,) dt (247)

A curvatura de gauge:
R=dw+wAw (248)

contém automaticamente todas as curvaturas (Riemann, tor¢do, curvatura de

Weyl, curvatura de SCT) em um tnico objeto da dlgebra geométrica.
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4.2 Tractor Calculus e GA

O "tractor bundle"da geometria conforme é exatamente o fibrado vetorial associado a

representacao fundamental de SO(2,4). Na GA, um tractor é um vetor em R>**:

VA =0e,+v e, + pes (249)

A conexao de tractor V2t coincide com a derivada covariante na CGA. O tensor

de Weyl é o campo de curvatura deste fibrado.
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